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„Bananenflanke“ / „Effet“
(u.a. Laumann, 2011)
DE
(𝒯 → ℝ3)
Krümmung Trajektorie
• Geschwindigkeit
• Spin
Einleitung: Unterscheidung von Optimierungsaufgaben in der 
Trajektoriensimulation und -analyse von Projektilen im Sportspiel
„Der perfekte Wurf
(u.a. Haußer & Luchko, 2011)
DE
(𝒯 → ℝ3)
max{|±Δθa|}
• Geschwindigkeit
• Elevationswinkel
• kein Sin / Spin
Knuckleball
(ursprüngl. Baseball: u.a. Nathan (2012a, 2012b);
Beachvolleyball 1): u.a. Schemel (2014))
SDE
(𝒯×Ω → ℝ3)
Kenngröße Flattereffekt
•  Geschwindigkeit
•  Elevationswinkel      (Volleyball)
•  Balllage
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•  perzeptuell:
Craig et al. (2006, 2009)
•  interzeptiv:
Dessing & Craig (2010), Craig, Bastin & Montagne
(2011), Casanova, Borg & Bootsma (2015).
•  interzeptiv (Volleyball):  
Benerink, Bootsma & Zaal (2015)
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SDE – Stochastic Differential Equation
Ω – Wahrscheinlichkeitsraum
1) Die Begriffe ‚Volleyball‘ und ‚Beachvolleyball‘    
x x wurden synonym verwendet.
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DE – Differential Equation
𝒯 – Zeitintervall, ℝ3 – Euklischer Raum
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Problemstellung: Einfluss von relevanten kinematischen Variablen in der 
Unsicherheitsquantifizierung des Fluges eines nichtrotierenden Volleyballs
Vorbemerkungen (cw- (Continuous-wave-) Bedingungen)
/28 2) Wenn nachfolgend nicht explizit angegeben, ist anzunehmen   
x x dto net=9 m, va=50 km/h, θa=20°.
Zusammenhang zwischen Positionsdaten (dto net, dfrom net ) und (va, θa). Ergebnisse eines 
iterativen Lösens der DE (vgl. Lithio & Webb, 2006) für (dto net, dfrom net )-Abhängigkeiten 
(Modell #3) 3). Iterationsschrittweiten: 1 m sowie 0.1 m/s (0.3 km/h) und 1°.
Variablentransformation 
(dto net, dfrom net ) ↦ (va, θa)
dfrom netdto net
2
.4
3
 +
 0
.5
 m
2
.5
 m
va
θa x
z
y
Variablendefinition 2)
und Geometrie
3) Die zugrundeliegende Modellunterscheidung beruht auf einer
Modellentwicklung (Folie 10).http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Methodik (I): Generelles Framework der Unsicherheitsquantifizierung
Unsicherheitsanalyse (Sudret, 2007)
Distibution
Mean, std. deviation
Probability of failure
Step C
Uncertainty propagation
Step C‘
Sensitivity analysis
Unsicherheitsfortpflanzung (Blatman, 2009)
Random vector of
input parameters
𝒳
Random model
response
𝒴 = ℳ(𝒳)
Model function
ℳ
Step B
Quantification of
sources of uncertainty
Random variables Computational model
Step A
Models of the system(s)            
Assessment Criteria
4/28
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
ሶ𝑣𝑦 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 ∙ sin 𝜃𝑎 −𝑣𝑧 ∙ cos 𝜃𝑎
Systemmodell
Zweites Newton‘ sches Gesetz:  m∙
ሷ
X ≈ m∙g + Fw + Fa (Kagan & Nathan, 2014)
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𝑘 =
𝜌𝐿
2
∙
𝜋
𝑚
∙
𝐷
2
2
D  – Durchmesser (0.22 m)
m  – Masse (0.270 kg)
ρL – Luftdichte (1.2 kg∙m
-3)
Ca – Auftriebsbeiwert
Cw – Widerstandsbeiwert
g – Erdbeschleunigung (9.81 m∙s-2)
v – Betrag Geschwindigkeitsvektor.
𝑣 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦
2 + 𝑣𝑧
2,
vx, vy, vz – v-Komponente in
x-, y-, z-Richtung.
Computermodell: Zusammenhang von Geschwindigkeitsvektor Ԧv und verwandten Größen 
(Ortsvektor X, Kraftvektor ԦF und Leistung P) bei Zeitdiskretisierung. Zur numerischen 
Berechnung von Ԧvi i=1
N eignet sich ein Runge-Kutta-Verfahren (bspw. ode45 (MATLAB ®)).
Typische (verwendete) Werte: Δt=0.1 ms, N=0.9...1.7∙104.
Computational model
vi
Fi
Pi
Xi+1
Fi∙vi
m∙ ሶvi
Xi + vi∙∆t
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ሶ𝑣𝑥 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ sin 𝜃𝑎
ሶ𝑣𝑧 = −𝑔 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑧 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ cos 𝜃𝑎
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
ሶ𝑣𝑦 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 ∙ sin 𝜃𝑎 −𝑣𝑧 ∙ cos 𝜃𝑎
Systemmodell
Zweites Newton‘ sches Gesetz:  m∙
ሷ
X ≈ m∙g + Fw + Fa (Kagan & Nathan, 2014)
B. Meyer  |  Knuckling Effect Volleyball  |  Folie 7
𝑘 =
𝜌𝐿
2
∙
𝜋
𝑚
∙
𝐷
2
2
D  – Durchmesser (0.22 m)
m  – Masse (0.270 kg)
ρL – Luftdichte (1.2 kg∙m
-3)
Ca – Auftriebsbeiwert
Cw – Widerstandsbeiwert
g – Erdbeschleunigung (9.81 m∙s-2)
v – Betrag Geschwindigkeitsvektor.
𝑣 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦
2 + 𝑣𝑧
2,
vx, vy, vz – v-Komponente in
x-, y-, z-Richtung.
Computermodell: Zusammenhang von Geschwindigkeitsvektor Ԧv und verwandten Größen 
(Ortsvektor X, Kraftvektor ԦF und Leistung P) bei Zeitdiskretisierung. Zur numerischen 
Berechnung von Ԧvi i=1
N eignet sich ein Runge-Kutta-Verfahren (bspw. ode45 (MATLAB ®)).
Typische (verwendete) Werte: Δt=0.1 ms, N=0.9...1.7∙104.
Computational model
vi
Fi
Pi
Xi+1
Fi∙vi
m∙ ሶvi
Xi + vi∙∆t
5/28
ሶ𝑣𝑥 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ sin 𝜃𝑎
ሶ𝑣𝑧 = −𝑔 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑧 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ cos 𝜃𝑎
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
ሶ𝑣𝑦 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 ∙ sin 𝜃𝑎 −𝑣𝑧 ∙ cos 𝜃𝑎
Systemmodell
Zweites Newton‘ sches Gesetz:  m∙
ሷ
X ≈ m∙g + Fw + Fa (Kagan & Nathan, 2014)
B. Meyer  |  Knuckling Effect Volleyball  |  Folie 8
𝑘 =
𝜌𝐿
2
∙
𝜋
𝑚
∙
𝐷
2
2
D  – Durchmesser (0.22 m)
m  – Masse (0.270 kg)
ρL – Luftdichte (1.2 kg∙m
-3)
Ca – Auftriebsbeiwert
Cw – Widerstandsbeiwert
g – Erdbeschleunigung (9.81 m∙s-2)
v – Betrag Geschwindigkeitsvektor.
𝑣 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦
2 + 𝑣𝑧
2,
vx, vy, vz – v-Komponente in
x-, y-, z-Richtung.
Computermodell: Zusammenhang von Geschwindigkeitsvektor Ԧv und verwandten Größen 
(Ortsvektor X, Kraftvektor ԦF und Leistung P) bei Zeitdiskretisierung. Zur numerischen 
Berechnung von Ԧvi i=1
N eignet sich ein Runge-Kutta-Verfahren (bspw. ode45 (MATLAB ®)).
Typische (verwendete) Werte: Δt=0.1 ms, N=0.9...1.7∙104.
Computational model
vi
Fi
Pi
Xi+1
Fi∙vi
m∙ ሶvi
Xi + vi∙∆t
𝑣𝑦|𝑡=0 = 0
5/28
ሶ𝑣𝑥 = −g − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤 𝑣 ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑥 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ sin 𝜃𝑎
ሶ𝑣𝑧 = −𝑔 − 𝑘 ∙ 𝐶𝑤(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑧 + 𝑘 ∙ 𝐶𝑎(𝑣) ∙ 𝑣 ∙ 𝑣𝑦 ∙ cos 𝜃𝑎
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
തCw, തCa aus Asai et al. (2010)
Quantifizierung von Unsicherheitsquellen
Widerstandsbeiwert Cw und Auftriebsbeiwert Ca
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Wei et al.
(1988)
Komponente
des
Fourier-Spektrums
(fr=0.25 Hz)
(zum Vergleich von Fourier-
Koeffizienten siehe auch
Novacek, 2012) 
∆𝐶𝑤 =
ҧ𝐶𝑤 𝑣
2
∙ 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑟𝑡 + 𝜋 ∙ Φ𝑤 , Φ𝑤~𝑈 −1,1
∆𝐶𝑎 =
ҧ𝐶𝑤 𝑣
2
∙ 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑟𝑡 + 𝜋 ∙ Φ𝑎 , Φ𝑎~𝑈 −1,1
Φw, Φa i.i.d.
6/28
ഥCw
ഥCw ± max{ΔCw}
ഥCa
ഥCa ± max{ΔCa}
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ഥCw
ഥCw ± max{ΔCw}
ഥCa
ഥCa ± max{ΔCa}
fit: ഥCa(v)=a1+a2/exp[a3·(v-a4)
2]
fit: ഥCw(v)=w1-w2·tanh[w3·(v-w4)]
Angenommene Werte in nachfolgenden Ausdrücken തCw=const. und തCa=const.                 
sind durch Pfeile markiert, entsprechend w1-w2=0.1745 ( ) und a1=0.0668
( ). 
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==>
Beispiel Bode-Diagramm:
Amplituden-Frequenzgang (Modell #3)
𝐴 𝑓𝑟 =
𝑉𝑎𝑟 𝑥|𝑡=𝑡𝑒 , 𝑓𝑟
𝑉𝑎𝑟 𝑥|𝑡=𝑡𝑒 , 0
4) Dieser Frequenzgang ohne Resonanzüberhöhung, dem eines PT2-Gliedes
ähnlich, ergibt sich auch für Verallgemeinerungen (mehrdimensionaler Raum,
Zeitintervall anstelle Zeitpunkt), wie sich durch Untersuchung einer spezifischen
kovarianzbasierten Größe (vgl. Folie 19) zeigen lässt.
4)
ഥCw
ഥCw ± max{ΔCw}
ഥCa
ഥCa ± max{ΔCa}
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==>
3 dB-Grenzfrequenz (Modell #3)
(A(fr=f3 dB)=0.5)
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Vergleich von mathematischen Methoden zur Quantifizierung von 
Unsicherheitsfortpflanzung
E(𝒴) und Var(𝒴)
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E 𝒴 = 𝒴 Var 𝒴 = 𝒴− 𝒴
2
PCE 𝑦0 ෍𝛼∈ℕ𝑀
𝛼≠0
𝑦𝛼
2
Moment
(direkte Integration)
න
𝛺
𝒴 𝜔 ∙ 𝑑𝒫 𝜔 න
𝛺
𝒴 𝜔 − 𝐸 𝒴
2
∙ 𝑑𝒫 𝜔
Monte Carlo
1
𝑛
∙෍
𝑖
ℳ 𝑥(𝑖) → 𝐾𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑧𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥
alle Symbole in üblicher Nomenklatur (u.a. Sudret, 2007, S. 49 ff.; Blatman, 2009, S. 7 ff.),
u.a.: M – Anzahl von Unsicherheitsquellen, n – Anzahl von Abtastpunkten, p – Grad der Entwicklung
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𝒴 = ෍
𝛼∈ℕ𝑀
𝑦𝛼 ∙ 𝜓𝛼 𝒳 𝜓𝛼 𝒳 =ෑ
𝑖=1
𝑀
P𝛼𝑖
𝑖 𝒳𝑖
Polynomielle Chaosentwicklung (PCE)
𝑛 = 𝑀+𝑝
𝑝
∙ 3
M=2, p=3
orthogonales Polynom          
gemäß Wiener-Askey Schema
ต
yα-Berechnung: intrusive / nicht-intrusive Methoden         
(für einen Überblick siehe u.a. Sudret, Blatman & Berveiller, 2011)
, .
Rechenaufwand:
𝒳={x(1),...,x(n)}T (pseudozufällig generiert 5))
5) Im Folgenden wird stets verwendet {x(1),...,x(n)}={-1,-1+1·Δx,...,-1+(n-2)·Δx,1}
mit Δx=2/(n-1) (univariater Fall (Φw~U[-1,1])), während sich im multivariaten
Fall (Φw~U[-1,1], Φa~U[-1,1]) aus der Gleichverteilung generierte i.i.d.
Zufallszahlen nutzen lassen.http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
—— direkte Integration-GL
- - - - Rn/E(𝒴)
o PCE-pG (p=10)
o PCE-ls (p=10, n=(p+1)∙3)
—— CLT (MC,      α=10-6)
- - - - Q1-α (MC-VR, α=10
-6)
p+1
𝒪(n-2)
𝒪(n-1/2)
𝒪(n-1/2)
𝒪(n-1/2)
𝒪(n-1/2)
Vergleich von mathematischen Methoden zur Quantifizierung von 
Unsicherheitsfortpflanzung (Modell #3 und Referenzmodell)
Fehlerabschätzung E(𝒴) in Abhängigkeit von n
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ε r
e
l
6) E(𝒴)=0.5∙(max{𝒴}–min{𝒴}) wegen 𝒴~Beta(0.5,0.5)
8/28
𝒳 𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
ε m
e
a
n
εmean – Fehlermaß für E(𝒴) (u.a. Xiu & Karniadakis, 2002), GL – Gauß-Legendre, Rn – Restglied, m – Ordnung einer Fourier-Entwicklung von 𝒴(𝒳),
pG – pseudo-Galerkin, ls – „least square“, CLT – Central Limit Theorem, MC – Monte Carlo, VR – Varianzreduktion 6)
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
—— direkte Integration-GL
- - - - Rn/E(Var(𝒴)
o PCE-pG (p=10)
o PCE-ls (p=10, n=(p+1)∙3)
—— CLT (MC,      α=10-6)
- - - - Q1-α (MC-VR, α=10
-6)
p+1
ε v
a
r
𝒪(n-2)
𝒪(n-1/2)
𝒪(n-1/2)𝒪(n-1/2)
𝒪(n-1/2)
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Vergleich von mathematischen Methoden zur Quantifizierung von 
Unsicherheitsfortpflanzung (Modell #3 und Referenzmodell)
Fehlerabschätzung Var(𝒴) in Abhängigkeit von n
7) Var(𝒴)=0.125∙(max{𝒴}–min{𝒴})2 wegen 𝒴~Beta(0.5,0.5)
9/28
𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
εvar – Fehlermaß für Var(𝒴) (u.a. Xiu & Karniadakis, 2002), GL – Gauß-Legendre, Rn – Restglied, m – Ordnung einer Fourier-Entwicklung von 𝒴(𝒳),
pG – pseudo-Galerkin, ls – „least square“, CLT – Central Limit Theorem, MC – Monte Carlo, VR – Varianzreduktion 7)
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
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Methodik (II): Modellentwicklung:
Verringerung der Anzahl von Unsicherheitsquellen und Dimensionsreduktion
Varianzanalysen des Ballauftreffortes x, y |t=te
– Verifikation
0/28
Vergleich
Var(x|t=te) (Modell #3)
vs.
Var((x,y)|t=te) (Modell #2)
auf Grundlage von
PCE-basierten Analysen 
(n= 1110 ·3)
Modell #1 Modell #2 Modell #3 
Sobol‘ sche Indizes  
SCw und SCa aus 
PCE-basierter 
Analyse (n= 1210 ·3). 
Verifikation
Modellentwicklung und Ballauftrefforte (n=360) 
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
+  ഥCw+ΔCw,  ഥCa+ΔCa
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Methodik (II): Modellentwicklung:
Verringerung der Anzahl von Unsicherheitsquellen und Dimensionsreduktion
Eigenwertanalysen im kovarianzbasierten Trajektorienmodell für Betrag Ortsvektor |X| 
und Leistung P – Verifikation und Rechenaufwand (n-Abhängigkeit)
1/28
10) Da sich in Datenvisualisierungen unzureichend glatte Kurvenverläufe im Bereich
(dto net, dfrom net)=(9...13 m, 5...10 m) ergeben, wurde eine Boxplot-Darstellung gewählt.
9) für verwendete N-Werte siehe Anhang VI (ഥCw, ഥCa=f(v))
8) Laufzeit: Dauer der Programmausführung
Modell #3 Modell #2 
Verifikation 10)
|X| P
n=37 
Modell #1 Modell #2 Modell #3 
modellspezifische Laufzeit 8)
𝒪(n)
𝒪(n2)
Rechenaufwand in Verifikation
𝒪(n-1)
𝒪(1)
|X|
|X|
N – Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix 9), λi (i=1,...,N) – Eigenwerte der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
Übersicht von 𝒴-Komponenten im räuml. / räuml.-zeitl. Bezug
2/28
Dimensionalität in der Analyse von Punktverteilungen von Trajektorien (vgl. u.a. de Meneses et 
al., 2005): (a) räumlich, (b) räumlich-zeitlich.
(a)
(b)
t  (s)
— X
— Xcw
— P
— Pcw
L
e
is
tu
n
g
B
e
tr
a
g
O
rt
s
v
e
k
to
r
P
  (
W
)
X
m
t  (s)
— z
— zcw
z 
 (
m
)
x  (m)Ballauftreffort xcw|t=te x|t=te
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
Übersicht von 𝒴-Komponenten im räuml. / räuml.-zeitl. Bezug
12/28
Dimensionalität in der Analyse von Punktverteilungen von Trajektorien (vgl. u.a. de Meneses et 
al., 2005): (a) räumlich, (b) räumlich-zeitlich.
(a)
(b)
t  (s)
— X
— Xcw
— P
— Pcw
L
e
is
tu
n
g
B
e
tr
a
g
O
rt
s
v
e
k
to
r
P
  (
W
)
X
m
t  (s)
— z
— zcw
z 
 (
m
)
x  (m)Ballauftreffort xcw|t=te x|t=te
0.02
0.04
0.06
0.02
0.04
0.06
Ladungen für 1. Hauptkomponente (PCA)
Ladungen für 1. Hauptkomponente (PCA)
Τ𝜆1 σ𝑖 𝜆𝑖 = 0.9903
(Δt=1 ms,  n=37)
Τ𝜆1 σ𝑖 𝜆𝑖 = 0.9213
(Δt=1 ms,  n=37)
PCA – Principal Component Analysis
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
Übersicht von 𝒴-Komponenten im räuml. / räuml.-zeitl. Bezug –
Wahrscheinlichkeitsdichte 11)
13/28
Dimensionalität in der Analyse von Punktverteilungen von Trajektorien (vgl. u.a. de Meneses et 
al., 2005): (a) räumlich, (b) räumlich-zeitlich.
(a) (b)
ΔφX (°) Pr(ΔX(ΔφX))
0 0.001
]0, 90[ 0.437
90 0
]90, 180[ 0.053
180 0.001
]180, 270[ 0.445
270 0
]270, 360[ 0.063
360 0
ΔP=P-Pcw (W) Pr(ΔP)
<0 0.449
0 0.001
>0 0.550
Δx|t=te
=x|t=te
-xcw|t=te
(m) Pr(Δx|t=te
)
<0 0.466
0 0.002
>0 0.532
ΔX=X-Xcw=|ΔX|·exp(jΔφX)  (m) 
12)
12) ΔφX=arctan
Xz−Xz
cw
Xx−Xx
cw
fit: fBeta(c,d,a,b)(Δx|t=te
)
(a=b=0.5, c=min{Δx|t=te
}, d=max{Δx|t=te
})
fBeta(c,d,a,b) – Dichtefunktion der allg. Betaverteilung
11) Berechnungen wurden ausgeführt mit Auflösungen 0.01 m, 0.1° und 0.01 W.
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung)
14/28
|ΔX|(t)-, ΔϕX(t)-Verläufe für 
sämtliche (360) Ereignisse des 
Wahrscheinlichkeitsraums       
der Cw-Unsicherheitsquelle
|Δ
X
|
Δ
ϕ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung)
14/28
|ΔX|(t)-, ΔϕX(t)-Verläufe für 
ausgewählte (142) Ereignisse des 
Wahrscheinlichkeitsraumes     
der Cw-Unsicherheitsquelle, 
wofür sich ΔϕX(t)-Verläufe,      
die Punkte (t, 0°≤ΔϕX<90°),       
(t, 270°<ΔϕX≤360°) 
berücksichtigen und keine 
Punkte (t, ΔϕX=90°),                    
(t, ΔϕX=270°) enthalten,  
ergeben (links) sowie Anteil des 
auftretenden ΔϕX(t)-Bereichs  
am Vollwinkel (unten)
26.7%
|Δ
X
|
Δ
ϕ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung)
1 /28
|ΔX|(t)-, ΔϕX(t)-Verläufe für 
ausgewählte (143) Ereignisse des 
Wahrscheinlichkeitsraumes     
der Cw-Unsicherheitsquelle, 
wofür sich ΔϕX(t)-Verläufe,      
die Punkte (t, 90°<ΔϕX<270°) 
berücksichtigen und keine 
Punkte (t, ΔϕX=90°),                    
(t, ΔϕX=270°) enthalten,   
ergeben (links) sowie Anteil des 
auftretenden ΔϕX(t)-Bereichs  
am Vollwinkel (unten)
26.1%
|Δ
X
|
Δ
ϕ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung)
14/28
|ΔX|(t)-, ΔϕX(t)-Verläufe für 
ausgewählte (37) Ereignisse des 
Wahrscheinlichkeitsraumes     
der Cw-Unsicherheitsquelle, 
wofür sich ΔϕX(t)-Verläufe,      
die Punkte (t, ΔϕX=90°) 
enthalten, ergeben (links)    
sowie Anteil des auftretenden 
ΔϕX(t)-Bereichs am Vollwinkel 
(unten)
50.8%
|Δ
X
|
Δ
ϕ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung)
14/28
|ΔX|(t)-, ΔϕX(t)-Verläufe für 
ausgewählte (38) Ereignisse des 
Wahrscheinlichkeitsraumes     
der Cw-Unsicherheitsquelle, 
wofür sich ΔϕX(t)-Verläufe,      
die Punkte (t, ΔϕX=270°) 
enthalten, ergeben (links)    
sowie Anteil des auftretenden 
ΔϕX(t)-Bereichs am Vollwinkel 
(unten)
51.1%
|Δ
X
|
Δ
ϕ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Ergebnisse: Quantifizierung von Unsicherheitsfortpflanzung                        
(𝒴-Unsicherheitsquantifizierung) (Modell #3)
𝒴-Komponente (|ΔX| und ΔφX) im räuml.-zeitl. Bezug – Unterscheidung nach 
ΔφX(t)-Kurveneigenschaften (ereignisanalytische Klassifizierung) und Folgerungen
15/28
fΔφX
– Dichtefunktion der ΔφX-Verteilung, NΔφX
– Anzahl des Auftretens von ΔφX
13)
fit: 
NΔφ
X
n
(fr )=-0.0086+0.52·fr -0.24·fr
2 fit: 
NΔφ
X
n
(n)=0.10
13) Da 
∂ΔφX
∂t
an Stellen mit ΔφX=90°, ΔφX=270° vergleichsweise hohe
Werte annimmt, lässt sich (N90°+N270°)/n als Auftrittswahrscheinlichkeit
eines (Polar)winkel-spezifischen Flattereffektes interpretieren.
Δ
φ
Δφ
Δφ
Δ
φ
Δφ
Δφ
Δ
φ
Δφ
Δφ
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort – (x(𝒳=Φw))|t=te
~ Beta(c,d,a,b),  c≤x≤d
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14) a=
E 𝒴 −c
2
∙ d−E 𝒴
Var 𝒴 ∙ d−c
−
E 𝒴 −c
d−c
, b=a∙
d−E 𝒴
E 𝒴 −c
a  (Nadarajah & Gupta, 2004)
Parameter a 14) der allg. 
Betaverteilung für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). E(𝒴) und 
Var(𝒴) aus PCE-Analyse 
(n= 1110 ·3). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort – (x(𝒳=Φw))|t=te
~ Beta(c,d,a,b),  c≤x≤d
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14) a=
E 𝒴 −c
2
∙ d−E 𝒴
Var 𝒴 ∙ d−c
−
E 𝒴 −c
d−c
, b=a∙
d−E 𝒴
E 𝒴 −c
a  (Nadarajah & Gupta, 2004)
Parameter a 14) der allg. 
Betaverteilung für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). E(𝒴) und 
Var(𝒴) aus PCE-Analyse 
(n= 1110 ·3). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort – (x(𝒳=Φw))|t=te
~ Beta(c,d,a,b),  c≤x≤d
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14) a=
E 𝒴 −c
2
∙ d−E 𝒴
Var 𝒴 ∙ d−c
−
E 𝒴 −c
d−c
, b=a∙
d−E 𝒴
E 𝒴 −c
a  (Nadarajah & Gupta, 2004)
Parameter b 14) der allg. 
Betaverteilung für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). E(𝒴) und 
Var(𝒴) aus PCE-Analyse 
(n= 1110 ·3). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort – (x(𝒳=Φw))|t=te
~ Beta(c,d,a,b),  c≤x≤d
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14) a=
E 𝒴 −c
2
∙ d−E 𝒴
Var 𝒴 ∙ d−c
−
E 𝒴 −c
d−c
, b=a∙
d−E 𝒴
E 𝒴 −c
a  (Nadarajah & Gupta, 2004)
Parameter b 14) der allg. 
Betaverteilung für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). E(𝒴) und 
Var(𝒴) aus PCE-Analyse 
(n= 1110 ·3). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
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Parameter c der allg. 
Betaverteilung 10) für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). Innenbild: 
Differenz d-c.
(n= 1110 ). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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Parameter c der allg. 
Betaverteilung 10) für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). Innenbild: 
Differenz d-c.
(n= 1110 ). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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Parameter d der allg. 
Betaverteilung 10) für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). Innenbild: 
Differenz d-c.
(n= 1110 ). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
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Parameter d der allg. 
Betaverteilung 10) für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 
km/h, 10...20°). Innenbild: 
Differenz d-c.
(n= 1110 ). (c, d)-Schätzung 
mittels 4-Parameter-
Nelder-Mead Anpassung 
der Verteilungsfunktion für 
Randgewichtungen nach 
AbouRizk, Halpin & Wilson 
(1994) (n=360) (Methode I) 
anstelle der Näherung      
(c, d) ≈ (min{𝒴}, max{𝒴}) 
(Riggs, 1989).
(c, d) = (min{𝒴}-Δc, max{𝒴}+Δd)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-16, 1E-03)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-16)
(Δc, Δd) = (1E-03, 1E-03)
p-Wertebereich
N
p
N
p
p-Wertebereich
Q1, Beta(0.5,0.5)
Q2, Beta(0.5,0.5)
Q∞,Beta(0.5,0.5)
Anzahl Np des Auftretens von p-Werten in einem jeweiligen                          
p-Wertebereich für verschiedene Anpassungstests: A2-Test (Anderson & 
Darling, 1954) (oben) und ein momentenbasierter Test am Beispiel des  
Qp,F-Tests (Hill & Perez-Abreu, 2001) (unten) auf Beta(c,d,0.5,0.5)-
Verteilung für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360). 1-α-, 
α-Quantile Q1-α, Qα (α=0.05, 0.01, 0.001) ergeben sich aus 10000-facher 
Simulation des Szenarios unter Verwendung von Beta(0,1,a‘,b‘)-verteilten 
Pseudozufallszahlen mit (a‘, b‘) = (a, b) (für (a, b)-Schätzung siehe diese 
Folie).
* Np>Q0.95, ** Np>Q0.99, *** Np>Q0.999,
* Q0.01<Np<Q0.05, ** Q0.001<Np<Q0.01, ** Np<Q0.001
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort (a)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const.
𝑉𝑎𝑟 𝑥|𝑡=𝑡𝑒 𝑚
2
r=0.75 6)r1=0.94 
15) r1=0.87 
15)
15) Korrelation zwischen (formelmäßig) angegebener Größe und Ballflugzeit te
cw17/28
r0=0.97
16) Quotientenbildung der nach ഥCw(v)-Abhängigkeiten unterschiedenen Werte
der (formelmäßig) angegebenen Größe
Kalibrierung 16)
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𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Ballauftreffort (b)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const. Kalibrierung
𝑉𝑎𝑟 𝑥|𝑡=𝑡𝑒 𝑚
2
r1=0.70 r1=-0.22 r=0.81
18/28
r0=0.37
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Betrag Ortsvektor (I-a)
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Kalibrierung
1
𝑡𝑒
𝑐𝑤 ∙ න
0
𝑡𝑒
𝑐𝑤
𝑚𝑎𝑥 𝑋 − 𝑋𝑐𝑤 ∙ 𝑑𝑡 (𝑚)
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
r=0.73
19/28
17)
r1=0.94 r1=0.87
r2=0.99 
18) r2=0.99 
18)
Varianz
17) vgl. auch kovarianzbasierte Trajektorienmodelle in
in Anlehnung an Cootes et al. (1995)
Korrelation zwischen formelmäßig angegebener Größe und
√ σi λi / N (Δt=1 ms,  n=37)
r0=0.96
18)
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Betrag Ortsvektor (I-b)
B. Meyer  |  Knuckling Effect Volleyball  |  Folie 39
Kalibrierung
1
𝑡𝑒
𝑐𝑤 ∙ න
0
𝑡𝑒
𝑐𝑤
𝑚𝑎𝑥 𝑋 − 𝑋𝑐𝑤 ∙ 𝑑𝑡 (𝑚)
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
r1=0.43
r2=0.97
r1=-0.31
r2=0.99
r=0.80
20/28
r0=0.51
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Betrag Ortsvektor (II)
21/28
Varianz
Ausreißer
Hypothesen-Test unter Verwendung 
von deformierten Trajektorien
Ԧ𝜏𝑘 = 𝑋𝑘 ∆𝑡 ,… , 𝑋𝑘 𝑁 ∙ ∆𝑡
𝑇
Ԧ𝜏𝑐𝑤 = 𝑋𝑐𝑤 ∆𝑡 ,… , 𝑋𝑐𝑤 𝑁 ∙ ∆𝑡
𝑇Ԧ𝜏𝑘 − Ԧ𝜏
𝑐𝑤 = 𝐒 ∙ 𝐵𝑘
Bk – Vektor mit Deformationskoeffizienten bi
k für k-te Trajektorie (i=1,2,...,N), NPCA – Anzahl relevanter 
Komponenten in PCA, S – Eigenvektormatrix von Cov(|X|), T2 – Prüfgröße der Hotellingschen T-Quadrat-
Verteilung, α – Irrtumswahrscheinlichkeit, Λ – Diagonalmatrix diag(λ1,λ2,...,λN)
quadrierte Mahalanobis-
Distanz zur k-ten Trajektorie:
𝐷𝑘
2 = 𝐵𝑘
𝑇 ∙ 𝜦−1 ∙ 𝐵𝑘
𝐻0: ෩𝐷𝑘
2 ≤ 𝑇𝛼, 𝑁𝑃𝐶𝐴, 𝑛
2
ൗ෨𝑏𝑖
𝑘 𝜆𝑖 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑖𝑙𝑡
෩𝐷𝑘
2 = σ𝑖
𝑁𝑃𝐶𝐴 ൗ෨𝑏𝑖
𝑘 2 𝜆𝑖
𝑺 → ෩𝑺 ℝ𝑁×𝑁 → ℝ𝑁×𝑁𝑃𝐶𝐴
𝐵𝑘 → ෨𝐵𝑘 ℝ
𝑁 → ℝ𝑁𝑃𝐶𝐴
෨𝐵𝑘 = ෨𝐵𝑘
∗ | min
෨𝐵𝑘
∗
Ԧ𝜏𝑘 − Ԧ𝜏
𝑐𝑤 − ෩𝑺 ∙ ෨𝐵𝑘
∗
PCAD
ef
o
rm
at
io
n
10) vgl. auch kovarianzbasierte Trajektorienmodelle in
in Anlehnung an Cootes et al. (1995)
√ σi λi / Nhttp://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
1 − 𝑑
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
r1=-0.17
r2=-0.07
r1=0.82
r2=0.91
r0=-0.03
Kalibrierung
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Betrag Ortsvektor (II-a)  (NPCA=1) 
19)
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r=0.57
22/28
Beispiel einer auf das Intervall [0, 1]           
reskalierten typischen Verteilung von ൗ෨b1
k 2 λ1
19)
λ1
σ
i
λi
>0.975 im Bereich (va, θa) = (40...80 km/h, 10...20°)  (Δt=1 ms, n=360) 
(vgl. Anhang V) 
d
1-d  ← α
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Betrag Ortsvektor (II-b)  (NPCA=1)
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KalibrierungഥCw=f(v) ഥCw=const.
r1=-0.48
r2=0.05
r1=-0.12
r2=0.97
r=0.57
23/28
r0=0.64
1 − 𝑑
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Leistung (a)
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Kalibrierung
1
𝑡𝑒
𝑐𝑤 ∙ න
0
𝑡𝑒
𝑐𝑤
𝑚𝑎𝑥 𝑃 − 𝑃𝑐𝑤 ∙ 𝑑𝑡 (𝑊)
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
r1=0.58
r2=0.97
r1=0.63
r2=0.98
r=0.57
24/28
r0=0.98
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Kalibrierung
1
𝑡𝑒
𝑐𝑤 ∙ න
0
𝑡𝑒
𝑐𝑤
𝑚𝑎𝑥 𝑃 − 𝑃𝑐𝑤 ∙ 𝑑𝑡 (𝑊)
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
𝒴(t)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Leistung (b)
r1=-0.84
r2=0.99
r1=-0.86
r2=0.99
r=0.36
25/28
r0=0.99
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
Numerische Untersuchungen von raum- / raum-zeitbezogener globaler 
Unsicherheitsquantifizierung des Fluges eines nichtrotierenden Volleyballs 
zeigen einen deutlichen Einfluss von Positionsdaten bzw. Anfangswerten 
relevanter kinematischer Variablen:
• (va, θa) ↑  --> globaler Flattereffekt
20) ↑
(==>  „Trichtereffekt“)
• (va, θa) ↓  -->  globaler Beiwert-spezifischer Flattereffekt
21) ↑
(==> „globales effektives Flattern“ für kurze Ballflugwege)
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Zusammenfassung – Schlussfolgerungen – Ausblick
26/28
20) Zur Charakterisierung des globalen Flattereffektes wurden v.a.
herangezogen – wie vorangehenden Folien zu entnehmen – die Varianz des
Ballauftreffortes oder ein zeitgemittelter maximaler Abstand von cw-Wert und
pseudo-zufälligem Wert spezifischer Größen (Betrag Ortsvektor, Leistung).
21)  Der eingeführte globale Beiwert-spezifische Flattereffekt beruht auf einer
Kalibrierung der Simulations-Ergebnisse mit Ergebnissen aus
Re-Simulationen (geschwindigkeitsunabhängiger aerodynamischer Beiwert) 
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Zusammenfassung – Schlussfolgerungen – Ausblick (Fortsetzung (1))
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Δxe
cw (m) Δze
cw (m) Δθe
cw (°) 22)
0.41±0.07 0.07±0.02 0.31±0.18
Ergebnisse einer cw-Sensitivitätsanalyse (Modell #3). 
Werteänderungen (MD±SD) von Variablen zur 
Charakterisierung der Ballfluglandung für eine Änderung 
Δva=-1 km/h. Positionsdatenbereich:
(dto net, dfrom net)=(9...13, 5...10) m.
22) ∆θe
cw=arctan ቤ
−vz
cw va+∆va
vx
cw va+∆va t=te
−arctan ቤ
−vz
cw va
vx
cw va t=te
Modellanwendung: Untersuchungen zum Einfluss von Positionsdaten
in leistungslimitierten visuellen Beurteilungen des Ballflugs 
𝛥
𝑥
𝑒𝑐
𝑤
=
𝑥
𝑐𝑤
𝑣 𝑎
| 𝑡
=
𝑡 𝑒
−
𝑥
𝑐𝑤
𝑣 𝑎
+
𝛥
𝑣 𝑎
| 𝑡
=
𝑡 𝑒
𝑚
• Sensitivitätsanalyse in einer 
geschwindigkeitsbedingten 
perzeptuellen Trajektorienillusion
Tatsächliche Trajektorie des Ballflugs (oben) und 
Trajektorie für Unterschätzung von va um Δva (unten)     
(modifiziert nach McBeath, 1990).
Δx=f(Δva, dto net, dfrom net)
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Zusammenfassung – Schlussfolgerungen – Ausblick (Fortsetzung (2))
28/28
• in Anlehnung an aktuelle sportinformatische Tendenzen (Liwei, 2012; 
Qiu, Hu & Luo, 2013) und die Simulation eines rotierenden Spielballs 
(Magnus-Effekt) (u.a. Hoinville et al., 2011) ergänzend: Trajektorien-
Simulation eines nichtrotierenden Volleyballs in Virtual Reality-
Technologie basierten Untersuchungen
• nicht-empirische raum-zeitbezogene Schätzung psycho-
physikalischer Größen, z.B. Kontaktzeitschätzungen (für eine 
fachübergreifende Übersicht anhand einer Begriffsbestimmung zum 
„time to collision“-Paradigma siehe Carstengerdes, 2007, S. 38 ff.)
Modellanwendung: Untersuchungen zum Einfluss von Positionsdaten
in leistungslimitierten visuellen Beurteilungen des Ballflugs 
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Anhang (I): Modellgüte PCE-Methode
Ergebnisse aus Untersuchungen zur p-Abhängigkeit:
• Fehlerabschätzung E(𝒴)
• Fehlerabschätzung Var(𝒴)
• Bestimmtheitsmaß R2
• kreuzvalidierter Korrelationskoeffizient Q2 (LOO-CV)
Definition n Var(𝒴)
1-R2 ൘
1
𝑛
∙෍
𝑖=1
𝑛
ℳ 𝑥(𝑖) −ℳ𝑃𝐶𝐸 𝑥(𝑖)
2
𝑉𝑎𝑟 𝒴
𝑀 + 𝑝
𝑝
∙ 3
1
𝑛
∙෍
𝑖=1
𝑛
ℳ 𝑥(𝑖) − 𝒴
2
1-Q2 ൘
1
𝑛
∙෍
𝑖=1
𝑛 ℳ 𝑥(𝑖) −ℳ𝑃𝐶𝐸 𝑥(𝑖)
1 − ℎ𝑖
2
𝑉𝑎𝑟 𝒴
A-I 1/5  
LOO-CV – „leave-one-out cross validation“,
𝒳={x(1),...,x(n)}T,
hi – i-tes Diagonalelement der Matrix A∙(A
T∙A)-1∙AT, Aij=ψj(x
(i)) (i=1,...,n und j=1,...,
M+p
p ) (u.a. Blatman, 2009, S. 85)
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Modellgüte PCE-Methode (Modell #3 und Referenzmodell)
Fehlerabschätzung E(𝒴) in Abhängigkeit von p
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PCE-pG (n=103)
PCE-ls (n=(p+)∙3)
p+1
p
ε m
e
a
n
A-I 2/5
𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
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PCE-pG (n=103)
PCE-ls (n=(p+)∙3)
p+1
p
ε v
a
r
Modellgüte PCE-Methode (Modell #3 und Referenzmodell)
Fehlerabschätzung Var(𝒴) in Abhängigkeit von p
A-I 3/5
𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
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Modellgüte PCE-Methode (Modell #3 und Referenzmodell)
Bestimmtheitsmaß R2 in Abhängigkeit von p  (n=
p+1
p ·3)
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𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
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Modellgüte PCE-Methode (Modell #3 und Referenzmodell)
kreuzvalidierter Korrelationskoeffizient Q2 (LOO-CV) in Abhängigkeit von p  (n=
p+1
p ·3)
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𝒴=1+sin(π·𝒳),  𝒳~U[-1,1] 𝒴=z(t=1s),  𝒳=Φw
𝒴=x(t=te),  𝒳=Φw 𝒴=z(t=0.1s),  𝒳=Φw
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Anhang (II): Teststärke von A2-Test und Qp,F-Test im Vergleich zur Teststärke 
des χ2-Tests 23)
A-II 1/9 
Ergebnisse aus Untersuchungen zur Teststärke (a priori) (α=0.05) mittels 
Beta(a1,b1)-verteilten Pseudozufallszahlen Z1, Z2, Z3, ..., Zn (n=360 
24)) der 
Zufallsvariable 𝒵:
• Teststärke auf Grundlage eines rechtsseitigen Hypothesentests,                         
H0: F𝒵 ∈ {FBeta(a,b): (a,b)=(a0,b0)}, für nMC=5000 
25) Wiederholungen
o δ-Abhängigkeit
o (a1,b1)-Abhängigkeit
o (γ1,γ2)-Abhängigkeit
o n-Abhängigkeit
• Gütefunktion mit (a0,b0) oder n als Parameter
F𝒵 – Verteilungsfunktion von 𝒵, δ – Effektgröße 
26), γ1 – Schiefe 
27), γ2 – Kurtosis
27)
23) Festlegung von Klassen und Intervallgrenzen im χ2-Test nach Raschke (2009)
24) Wenn nachfolgend nicht explizit angegeben, ist anzunehmen n=360.
25) Wenn nachfolgend nicht explizit angegeben, ist anzunehmen nMC=5000.http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2 16
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Anhang (II): Teststärke von A2-Test und Qp,F-Test im Vergleich zur Teststärke 
des χ2-Tests  (Fortsetzung (1))
A-II 2/9 
EDF – Empirical Distribution Function
Var ෤a1 +Var
෨b1 Var ෤γ1 +Var ෤γ2 =f ෤a1,
෨b1
26) ൗδ= μ1−μ0
σ
0
2+σ
1
2
2
mit μ0,1=
a0,1
a0,1+b0,1
, σ0,1
2 =
a0,1∙b0,1
a0,1+b0,1
2
∙ a0,1+b0,1+1
Ergebnisse aus Untersuchungen zur Teststärke (a posteriori) beruhen auf 
einer Kenntnis der EDF für aus der Verteilung geschätzte Parameter 
(෤a1,෨b1) 
28). Da der Aufwand von EDF-Berechnungen erheblich ist, sei 
nachstehend lediglich die Varianz einiger Parameter angegeben 
(nMC=100000).
Var ෨δ =f ෤a1,
෨b1
V
a
r
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Anhang (II): Teststärke von A2-Test und Qp,F-Test im Vergleich zur Teststärke 
des χ2-Tests  (Fortsetzung (2))
A-II 3/9  
Var ෤a1 +Var
෨b1 Var ෤a1 Var
෨b1
Var ෤γ1 +Var ෤γ2 =f ෤a1,
෨b1 Var ෤γ1 =f ෤a1,
෨b1 Var ෤γ2 =f ෤a1,
෨b1
27) γ1=
2∙ b1−a1 ∙ a1+b1+1
a1+b1+2 ∙ a1∙b1
, γ2=6∙
a
1
3+a
1
2∙ 1−2∙b1 +b1
2∙ 1+b1 −2∙a1∙b1∙ 2+b1
a1∙b1∙ a1+b1+2 ∙ a1+b1+3
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δ-Abhängigkeit
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A2
Q1,Beta(a0,b0) Q2,Beta(a0,b0) Q∞,Beta(a0,b0)
β – Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art
1-β (a1,b1)=(a0,b0)=(0.5,0.5)
A2 0.0507
χ2 0.0515
Q1,Beta(a0,b0)
0.0521
Q2,Beta(a0,b0)
0.0512
Q∞,Beta(a0,b0)
0.0495
Ausgewählte (1-β)-Werte (nMC=100000) in 
Ergänzung zu Ergebnissen aus weiteren 
Test-Vergleichen (n=10, 25, 50, 100) von 
Raschke (2009, 2011).
28) Anstelle der Maximum-Likelihood-Methode wird zur Schätzung verwendet 
෤a1=
෨b1∙ ΤE 𝒵 1−E(𝒵) und 
෨b1= Τ1−E(𝒵) ∙ E 𝒵 ∙ 1−E 𝒵 −Var 𝒵 Var 𝒵
x (Hahn & Shapiro, 1994, S. 95).
χ2
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Teststärke
(a1,b1)-Abhängigkeit
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A2
Q∞,Beta(a0,b0)Q2,Beta(a0,b0)Q1,Beta(a0,b0)
χ 2
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Teststärke
(γ1,γ2)-Abhängigkeit
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A2
Q1,Beta(a0,b0) Q2,Beta(a0,b0) Q∞,Beta(a0,b0)
χ2
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Teststärke
n-Abhängigkeit  (nMC=100000)
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A2
Q1,Beta(a0,b0) Q2,Beta(a0,b0) Q∞,Beta(a0,b0)
χ2
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Teststärke
Gütefunktion 1-β=1-F(Q1-α-√n·δ) – Parameter (a0,b0)
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Teststärke
Gütefunktion 1-β=1-F(Q1-α-√n·δ) – Parameter n 
*)
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*) n=20, 30, 50, 100, 200, 300, 500, 1000
Q2,Beta(a0,b0)Q1,Beta(a0,b0) Q∞,Beta(a0,b0)
χ2A2
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Anhang (III): Verteilungsfunktionen und Quantile
A-III 1/4
Um (1) den Einfluß von (a0,b0) bzw. n in 1-β=f(δ)-Verläufen oder (2) die n-
Abhängigkeit der Teststärke beurteilen zu können, ist eine Kenntnis der 
Verteilungsfunktion F für einen jeweiligen Test und für weite 
Wertebereiche der Parameter (a0,b0) und n erforderlich. Im folgenden 
sind für Untersuchungen in Anhang II verwendete Verläufe von F 
zusammengestellt. Sie sind entweder
• der Literatur entnommen (Anderson & Darling, 1954) oder
• mittels Monte-Carlo-Simulation (nMC=100000) selbst erzeugt.
Die Darstellung erfolgt in der Form 1-F(X), wobei X die jeweilige
Testgröße bezeichnet. Zudem werden verwendete (1-α)-Quantile mit 
angegeben. 
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Parameter (a0,b0)
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A2 χ2
Q∞,Beta(a0,b0)Q2,Beta(a0,b0)Q1,Beta(a0,b0)
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Parameter n *)
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*) n=20, 30, 50, 100, 200, 300, 500, 1000
Q∞,Beta(0.5,0.5)Q2,Beta(0.5,0.5)Q1,Beta(0.5,0.5)
χ2A2
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Parameter (a0,b0) und Parameter n
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(a0,b0)
(0.4,0.6) (0.5,0.5) (0.6,0.4)
A2 2.492 2.492 2.492
χ2 47.77 47.77 47.77
Q1,Beta(a0,b0)
0.6683 0.5254 0.4343
Q2,Beta(a0,b0)
0.2110 0.1613 0.1285
Q ∞,Beta(a0,b0)
0.1284 0.09230 0.06816
n
20 30 50 100 200 300 500 1000
A2 2.492 2.492 2.492 2.492 2.492 2.492 2.492 2.492
χ2 3.250 5.243 8.656 16.02 28.88 40.98 63.63 118.2
Q1,Beta(0.5,0.5) 2.628 1.969 1.360 0.9365 0.6645 0.5591 0.4444 0.3343
Q2,Beta(0.5,0.5) 0.9497 0.6839 0.4731 0.3135 0.2150 0.1755 0.1359 0.09652
Q∞,Beta(0.5,0.5) 0.4994 0.3661 0.2649 0.1784 0.1237 0.1005 0.07782 0.05436
RMSE – Root Mean Squared Error, SSE – Sum Squared Error
Vergleich von χ1−α
2 im 
Anpassungstest für Verteilung 
von Pseudozufallszahlen (diese 
Arbeit) und (χ1−α
2 )ref=χ1−α
2
, k
(k=n/10-1) (u.a. Zwerenz, 2015, 
S. 329) in Abhängigkeit von 
n/10-1. Innere Intervallgrenzen 
im Anpassungstest sind mittig 
gewählt (kreisförmige Symbole) 
oder maximal links- bzw. 
rechtsseitig verschoben 
(rechteckige Symbole). 
Innenbild: Ergebnisse 
Regressionsanalyse (doppelt-
logarithmische Transformation).
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Anhang (IV): Parameterschätzung im Regressionsmodell zur 𝒴(t=const.)-
Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Varianz des Ballauftreffortes
A-IV 1/5
Ergebnisse aus Untersuchungen zur Berechnung der Varianz des 
Ballauftreffortes auf Grundlage von Parameterschätzung im 
Regressionsmodell:
• Vergleich von Verfahren der Var |x t=te -Berechnung
• Sensitivitätsanalyse zum Einfluß von |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd|
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Parameterschätzung im Regressionsmodell zur 𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Varianz des Ballauftreffortes
Vergleich von Verfahren der Var |x t=te
-Berechnung
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r=0.99 r=0.89
r=0.87
Vergleich von Verfahren zur Berechnung 
der Varianz des Ballauftreffortes für den 
Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) 
(n=360):
(i=1, 2)  Verfahren auf Grundlage von 
Parameterschätzung (a,b,c und 
d) im Regressionsmodell  
(Methode I, Folie 16), die den 
Ausdruck                                      
(d-c)2·ab/(a+b)2/(a+b+1) zur 
Varianzberechnung nutzen. Im 
Fall i=1 werden lediglich a und b 
geschätzt und es wird die 
Näherung                                      
(c, d) ≈ (min(x|t=te
), max(x|t=te
)) 
verwendet.
(i=3)  Verfahren, das lediglich auf 
Monte-Carlo-Simulationen 
beruht.
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Parameterschätzung im Regressionsmodell zur 𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Varianz des Ballauftreffortes
Sensitivitätsanalyse zum Einfluss von |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd| – Sensitivitätskoeffizienten
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Formelausdruck
allg. a=b=0.5
S ΤVar a=
∂Var |x t=te
∂a
−
2𝑎2 − 𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎 − 𝑏
𝑎 ∙ 𝑎 + 𝑏 ∙ 𝑎 + 𝑏 + 1
∙ 𝑉𝑎𝑟 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
−
𝑑 − 𝑐
4
2
S ΤVar b=
∂Var |x t=te
∂b
−
2𝑏2 − 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏 − 𝑎
𝑏 ∙ 𝑎 + 𝑏 ∙ 𝑎 + 𝑏 + 1
∙ 𝑉𝑎𝑟 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
−
𝑑 − 𝑐
4
2
S ΤVar c=
∂Var |x t=te
∂c
−
2
𝑑 − 𝑐
∙ 𝑉𝑎𝑟 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
−
𝑑 − 𝑐
4
S ΤVar d=
∂Var |x t=te
∂d
−
2
𝑑 − 𝑐
∙ 𝑉𝑎𝑟 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
−
𝑑 − 𝑐
4
Sensitivitätskoeffizienten 29) in einer Berechnung der Varianz des Ballauftreffortes gemäß Var |x t=te = d−c
2∙ab/ a+b 2/ a+b+1
29) In der Sensitivitätsanalyse wurden lediglich explizite Abhängigkeiten
angenommen. Implizite Abhängigkeiten (a- und b-Sensitivität (totales
Differential)) bestehen nicht. Partielle Differentiale mit Ableitung nach
a bzw. b, c, d verschwinden nämlich, wie sich unter Verwendung
eines angegebenen Ausdrucks für a bzw. b (Folie 16) sowie
E |x t=te
=c+ d−c ∙ Τa a+b (für einen Var |x t=te
-Ausdruck siehe
z.B. diese Folie) zeigen lässt.http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Sensitivitätsanalyse zum Einfluss von |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd| – |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd|
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Formelausdruck
Δa 𝑎 −
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
2
∙ 𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 − 𝐸 𝒴
𝑉𝑎𝑟 𝒴 ∙ 𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
−
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
∙
𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 − 𝐸 𝒴
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
Δb 𝑏 −
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
2
∙ 𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 − 𝐸 𝒴
𝑉𝑎𝑟 𝒴 ∙ 𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
−
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
∙
𝑚𝑎𝑥 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒 − 𝐸 𝒴
𝐸 𝒴 −𝑚𝑖𝑛 |𝑥 𝑡=𝑡𝑒
Δc 𝑚𝑖𝑛 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
− 𝑐
Δd 𝑑 − 𝑚𝑎𝑥 ቚ𝑥
𝑡=𝑡𝑒
Vergleich von |Δa| und |Δb| gegenüber |Δc| und |Δd| für den Bereich (va, θa) = (50...80 km/h, 10...20°) (n=360 bzw. n=
11
10 ·3) (links)
sowie verwendete Verfahren der Berechnung (rechts). E(𝒴) und Var(𝒴) aus PCE-Analyse (n= 1110 ·3), wobei abkürzend 𝒴 anstelle von
x|t=te
dargestellt ist. a, b, c und d aus (a, b, c, d)-Schätzung (n=360) (Methode I, Folie 16).
|Δc|
(m)
|Δb|
(m)
|Δa|
(m)
|Δd|
(m)
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Parameterschätzung im Regressionsmodell zur 𝒴(t=const.)-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
Varianz des Ballauftreffortes
Sensitivitätsanalyse zum Einfluss von |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd| – Ergebnisse für ausgewählte Werte (a=b=0.5)
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|S ΤVar a|∙|∆a| |S ΤVar b|∙|∆b| |S ΤVar c|∙|∆c| |S ΤVar d|∙|∆d|
0.02 m2 0.02 m2 0.0004 m2 0.0005 m2
Betragsmäßige Änderung der Varianz des Ballauftreffortes infolge von Änderungen |Δa|, |Δb|, |Δc| und |Δd|.
Zur Berechnung eignen sich angegebene formelmäßige Ausdrücke für Sensitivitätskoeffizienten (Folie A-IV 2).        
Verwendete Werte: d-c≈3 m sowie |Δa|≈0.04, |Δb|≈0.03, |Δc|≈0.0005 m und |Δd|≈0.0007 m.
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Anhang (V): Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell
in der 𝒴-Unsicherheitsquantifizierung (Modell #3)
PCA: Anteil an Totalvariation
A-V 1/5
Ergebnisse einer Eigenwertanalyse (PCA) im kovarianzbasierten 
Trajektorienmodell:
• durch erste Hauptkomponente erklärte Varianz für
o Betrag Ortsvektor X
o Leistung P
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der |X|-Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
PCA: Anteil an Totalvariation (NPCA=1) (a)
B. Meyer  |  Knuckling Effect Volleyball  |  Folie 81A-V 2/5
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
൘𝜆1 ෍
𝑖
𝜆𝑖
r0=0.94 Q0.10=0.988Q0.10=0.987
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der |X|-Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
PCA: Anteil an Totalvariation (NPCA=1) (b)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const.
൘𝜆1 ෍
𝑖
𝜆𝑖
r0=0.57Q0.10=0.990 Q0.10=0.990
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der P-Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
PCA: Anteil an Totalvariation (NPCA=1) (a)
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r0=0.47
ഥCw=f(v) ഥCw=const.
൘𝜆1 ෍
𝑖
𝜆𝑖
Q0.10=0.655
30)
30) Wegen der gehäuft auftretenden kleinen Werte ist eine Beurteilung von
Ausreißern auf Grundlage der vorgestellten Methodik (Folien 21, 22) nicht
möglich. Auch lässt sich die angegebene, auf das Intervall [0, 1] reskalierte
typische Verteilung von (෨b1
k)2/λ1 (Folie 22) nicht stets erzielen.
Q0.10=0.612
30)
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der P-Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
PCA: Anteil an Totalvariation (NPCA=1) (b)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const.
൘𝜆1 ෍
𝑖
𝜆𝑖
r0=0.86Q0.10=0.628
30) Q0.10=0.625
30)
30) Wegen der gehäuft auftretenden kleinen Werte ist eine Beurteilung von
Ausreißern auf Grundlage der vorgestellten Methodik (Folien 21, 22) nicht
möglich. Auch lässt sich die angegebene, auf das Intervall [0, 1] reskalierte
typische Verteilung von (෨b1
k)2/λ1 (Folie 22) nicht stets erzielen.http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00064048 10/11/2016
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Anhang (VI): Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell
in der 𝒴-Unsicherheitsquantifizierung
Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix
A-VI 1/5
Ergebnisse einer Eigenwertanalyse im kovarianzbasierten 
Trajektorienmodell:
• Anzahl von Eigenwerten der X - bzw. P-Kovarianzmatrix nach 
Datenselektion (Δt=0.1ms → Δt=1 ms) für
o Modell #3
o einen Vergleich Modell #3 vs. Modell #2
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der 𝒴 -Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix (a)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const.
N
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der 𝒴 -Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3)
Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix (b)
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ഥCw=f(v) ഥCw=const.
N
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Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der 𝒴 -Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3 vs. Modell #2)
Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix (a)
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ഥCw, ഥCa=f(v)
𝑁𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑙 #2 − 𝑁𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑙 #3
ഥCw, ഥCa=const.
2
1
0
4
2
1
0
3
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ഥCw, ഥCa=f(v)
Kovarianzbasiertes Trajektorienmodell in der 𝒴 -Unsicherheitsquantifizierung 
(Modell #3 vs. Modell #2)
Anzahl von Eigenwerten der |X|- bzw. P-Kovarianzmatrix (b)
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𝑁𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑙 #2 − 𝑁𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑙 #3
ഥCw, ഥCa=const.
2
1
3
0
1
0
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